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KATA PENGANTAR

Suatu hal biasa jika terdengar ungkapan bahwa mata kuliah aljabar linear adalah mata
kuliah yang sulit. Ungkapan ini tidak selamanya benar karena mata kuliah aljabar linear
justru bisa menjadi mata kuliah yang mudah, menarik, dan menantang kreativitas berpikir.
Sulitnya mata kuliah ajabar linear sebenarnya disebabkan oleh beberapa faktor, di antaranya
cara penygjian. Cara penyagjian baik secara lisan maupun tulisan, sangat berpengaruh
terhadap mudah atau tidaknya mata kuliah aljabar linear diserap.

Belgar ajabar linear bukanlah beban yang harus dipikul mahasiswa, terutama untuk
menghafal rumus-rumusnya. Namun, belgar djabar linear lebih ditekankan pada
pemahaman konsep-konsep, kelancaran berprosedur dan penalaran adaptif.

Berdasarkan hal tersebut, penulis mencoba mewujudkan pemikiran tentang konsep
penyajian mata kuliah aljabar linear yang mudah dan terarah dalam diktat mata kuliah aljabar
linear untuk mahasiswa Jurusan Teknik Mesin Fakultas Teknik Universitas Udayana.
Dengan demikian, diharapkan mahasiswa dapat dengan mudah mempelgari aljabar linear
dan menjadikan mata kuliah ajabar linear sebagai mata kuliah favorit. Untuk mencapai
tujuan ini, penulis menyajikan pelgjaran secara komunikatif yang mengacu pada fenomena
mutakhir dan keseharian mahasiswa. Materi pelgaran tersgji dengan bahasa yang sederhana
dan dimulai dari materi yang mudah hingga materi yang sulit. Tentu sgja materi pelgaran
disertai dengan contoh-contoh soal yang disertai dengan penyel esaiannya dan tugas-tugas.

Materi pelgaran dalam diktat aljabar linear untuk mahasiswa Jurusan Teknik Mesin
Fakultas Teknik Universitas Udayana merupakan materi dasar yang akan berguna untuk kita.
Oleh karena itu, mahasiswa hendaknya benar-benar cermat mempelgjarinya karena
merupakan kunci untuk mempermudah mempelgari mata kuliah selanjutnya. Jadi,
persiapkanlah diri sebaik mungkin dan buanglah perasaan bahwa mata kuliah aljabar linear
adalah mata kuliah yang sulit.

Akhir kata, penulis berharap diktat ini benar-benar berguna sebagai pemandu
mempelgjari mata kuliah aljabar linear secara mudah. Aljabar linear akan bisa dikuasai jika

biasa belgjar dan berlatih. Selamat belgjar dan semoga berhasil.

Bukit Jimbaran, Maret 2016
Jurusan Teknik Mesin FT UNUD

Penyusun,
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BAB |
MATRIKS

1.1 Pengertian Matriks

Banyak informasi yang sering disgikan dalam bentuk tabel, diantaranya
klasemen sementara dari kejuaraan, data rekening telepon, data tagihan listrik, data
tabungan, data harga penjuaan barang, data absensi siswa dan lain-lain. Sebagai

ilustrasi awal untuk memahami pengertian matriks, pelgari uraian berikut.

Diketahui data kunjungan wisatawan, baik domestik maupun asing di suatu
objek wisata selama empat bulan berturut-turut, disgjikan dalam tabel berikut (dalam
ribuan).

Tabel 1.1. Jumlah kunjungan wisatawan domestik dan asing

Bulan
Wisatawan I I Il AV
Domestik 7 6 8 6
Asing 1 2 1 3

Berdasarkan tabel 1.1, anda pasti memperhatikan setiap keterangan yang ada
yang terkait dengan jumlah wisatawan domestik maupun asing dalam bentuk angka
yang tertera pada tabel yang disusun letaknya berdasarkan baris dan kolom. Tabel
yang baru anda baca dapat disederhanakan dengan menghilangkan keterangan-
keterangan yang terdapat pada tabel dan mengganti tabel dengan tanda kurung
seperti berikut ini.



Kini data yang telah diubah bentuknya hanya terdiri atas bilangan-bilangan
yang disusun menurut baris dan kolom. Bentuk baru seperti inilah yang dinamakan
sebagai matriks. Jadi matriks merupakan kumpulan bilangan yang tersusun
menurut baris dan kolom sedemikian sehingga tampak seperti bentuk sebuah
persegi panjang atau bujur sangkar.

Sebuah matriks memuat tanda kurung sebagal pembatas. Tanda kurung yang
digunakan dapat berupa tanda kurung biasa ataupun tanda kurung siku. Pada
umumnya matriks diberi nama dengan memaka huruf kapital seperti A, B, C.
Bilangan-bilangan yang menyusun sebuah matriks dinamakan unsur atau anggota
dari matriks tersebut dan dinotasikan dengan huruf kecil berindeks yang menyatakan
letak dari unsur tersebut dalam matriks (baris dan kolom). Perhatikan kembali
matriks pada uraian sebelunminya. Misalkan matriks tersebut adalah matriks A maka:

[A]:“;'686J

2 1 3

Pada matriks A, yang dimaksud dengan a.,; adalah unsur dari matriks A yang
berada pada baris kedua dan kolom ketiga, yaitu 1. Jika kita perhatikan, matriks A
terdiri atas 2 buah baris dan 4 buah kolom. Banyaknya baris dan kolom yang
menyusun sebuah matriks dinamakan sebagai ordo atau ukuran matriks. Sehingga
matriks A disebut sebagai matriks berordo atau berukuran 2 x 4.

Secara umum, matriks dengan m baris dan n kolom dapat disgjikan sebagai
berikut.

-ﬂlf (1]2 ﬂl-j . . ﬂln 7 B Baris1
a1 Q2 Gpz . . dan —>  Baris2
_ (L3 3z (il il . (L3 —» Baris3
[A] =
Ly Bz Qmy - - Bpne —>» Barism
klm 1 klm 3

klmn



Masing-masing n-triple horisontal sepeiti: [ayq, @iz, @13 ..o... - 3
[ﬂz'_. azzq ﬂz':! ...... y '12;'1 ]... [ﬂ:.u_.. ﬂ:.lz, ﬂ:‘l-3- ...... ) ﬂ.““’t]" ................................... dan
[tmas ipizs Gy v - - -- , (g |, disebut baris matriks, sedangkan  m-triple vertical
Seperti:
Q4 fyz BE Qin
21 a2 a3 an
34 i3z thz3 tan
Ly - Ly Ly L4y -

disebut kolom-kolom matriks.

Secara sederhana, matriks di atas ditulis [A] = [a;;]. Matriks di atas
mempunyai m buah baris dan n buah kolom, dikatakan ukuran matriks tersebut
adalah (m x n). Apabilam = n, maka matriks itu disebut matriks bujur sangkar.

Contoh:

Diketahi matriks:

_[2 -4 3
Bl = 5 1 —zJ
Tentukan:

a. ordo[B].

b. b]_z dan b23.

c. banyaknya elemen pada[B].

Jawab:
a. Ordo dari [B] adalah 2 x 3 karena[B] terdiri dari 2 baris dan 3 kolom.
b. bi, artinya unsur [B] yang terletak pada baris ke-1 dan kolom ke-2 sehingga

b12 =-4.
b,z artinyaunsur [B] yang terletak pada baris ke-2 dan kolom ke-3 sehingga
b23 =-2.

c.[B] memiliki 6 elemenyaitu2, -4, 3,5, 1 dan- 2.



1.2 Jenis-JenisMatriks Khusus

Agar anda lebih memahami mengenai jenis matriks tersebut perhatikan uraian

materi berikut.
a. Matriks Nol
Matriks nol ialah matriks yang semua elemennya bernilai nol.
Contoh:
_ [0 0 _[@ 0 o _
[A] = h} oJ [B] = [u 0 oJ‘ [Cl=10 0 0 o

Semua unsur pada [A], [B], dan [C] adalah angka O, sehingga disebut
sebagai matriks nol.

Sifat-sifat matriks nol :
a [A] +[0] =[A] bila ukuran [A] = ukuran [Q]
b. [A][0] =[0]; [O][A] =[0O] kalau syarat-syarat perkalian terpenuhi

b. MatriksBaris

Matriks baris adalah matriks yang hanyaterdiri atas satu baris sgja.
Contoh:

[D] = [-3 2] [El =[5 0 2] [Fl =3 4 -5 2]

[D] berordo 1 x 2, [E] berordo 1 x 3, dan [F] berordo 1 x 4. [D], [E],
dan [F] di atas hanya memiliki satu baris sga sehingga disebut sebagai

matriks baris.

c. MatriksKolom

Matriks kolom adalah matriks yang hanya terdiri atas satu kolom sgja.
Contoh:



61 = %] [H] =

-3
2
4 ] :[2‘
J 5

[G] berordo 2 x 1, [H] berordo 3 x 1, dan[l] berordo4 x 1. [G], [H], dan
[] di atas hanya memiliki satu kolom sgja sehingga disebut sebagai matriks

kolom.

. Matriks Persegi atau Matriks Bujur Sangkar
Matriks persegi atau matriks bujur sangkar adalah matriks yang banyak

barisnya sama dengan banyak kolomnya.

Contch:
-2 10 5
-2 2
] = [n 3J K =13 8 4‘
0o -3 1

[J] berordo 2 x 2 dan [K] berordo 3 x 3.
Karena [J] dan [K] banyak barisnya sama dengan banyak kolomnya, maka
[Jldan [K] disebut sebagai matriks persegi atau matriks bujur sangkar.

. Matriks Segitiga Atas

Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar yang semua elemen di
bawah diagona utamanya sama dengan 0. Dengan perkataan lain [A] adalah
matriks segitiga atas bilaa; = 0 untuk i >j.

Contoh:
-2 10 5 —ﬂ;.z 180 _522
[Ll]=l0 8 4 [M] =
0 0 1 0 0 3 1
0 0 0 2
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f. Matriks Segitiga Bawah

Matriks segitiga bawah adalah matriks bujur sangkar yang semua elemen
diatas diagonal utamanye sarma dengan 0. Dengan perkataan lain [A] adalah
matriks segitiga atas bila a;; =0 untuk i <j.

Contoh;

[N] =

-2 0 O
3 8 0‘ [Q] =
5 -1 1

—
w o 0O
O W o o
N O OO

g. Matriks Diagonal
Matriks diagonal adalah matriks bujur sangkar yang semua elemen di luar
diagonal utamanya sama dengan nol. Dengan perkataan lain [A] adalah
matriks diagonal bilaa;; =0 untuk i = j.
Contoh :

[P = :

-2 0 0
0 80‘ [Q] =
0 0 1

o O 0o
N O OO
————

S W oo

h. Matriks I dentitas

Matriks identitas adalah matriks diagona yang elemen-elemen diagond
utamanya sama dengan 1, dengan perkataan lain [A] adalah matriks
identitas bilaa;; =1 untuk i =j, dan a;; # 0 bilai # j. Matriks identitas biasa

ditulis[1].

Contoh :
L0 0 G100
[l]=10 1 0 [] =
0 0 1 0 0 1 0
0O 0 0 1
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Sifat matriks identitas adalah seperti bilangan 1 (satu) dalam operasi-operasi
dengan bilangan biasa, yaitu :

[A] [1] =[1] [A] =[A] (bilasyarat-syarat perkalian terpenuhi).

i. Matriks Skalar

Matriks skalar idlah matriks diagona dengan semua elemen diagond
utamanya sama dengan k. Matriks | adalah bentuk khusus dari matriks
skalar, dengank =1

Contoh :

0 0 020 o
[T]:[ 40‘ WI=1o o =2 o
0 0 4 -

0 0 -2
4 0 O
[D 4 0‘ adalah matriks skalar, dapat dituliskan pula sebagai 4[1] =
0 0 4
1 0 0
4[0 1 0}
0 0 1

j. Matrik Invers

Kalau [A] dan [B] matriks-matriks bujur sangkar berordo m x n dan berlaku
[A][B] = [B][A] = [I] maka dikatakan [B] invers dari [A] dan ditulis [B] =
[A™], sebaliknya [A] adalah invers dari [B], dan ditulis[A] = [B]
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Contoh :
1 2 3 6 -2 -3
[A]=]1 3 3} Mempunyai [A'l]=|—1 1 O}
1 2 4 -1 0 1
L 0 O
Karena[A][A™Y] = [AY[A]l= |0 1 o‘
D 0 1

. Matriks Simetris
Matriks simetris adalah matriks bujur sangkar yang transposenya sama
dengan dirinya sendiri. Dengan perkataan lain bila[A] = [AT] atau @ij = Oy

untuk semuai dan j.
Contoh :

1 2 0 1 2 0
2 3 1 dan [AT]1 =12 3 1

0 1 1

[A]l =

Karena[A] = [AT] maka[A] adalah matriks simetris.

. Matriks Antisimetris

Matriks antisimetris adalah matriks yang transposenya adalah negatifnya.
Dengan perkataan lain bila[AT] = -[A] atau g; j = - a;; untuk semuai danj.
Mudah dipahami bahwa semua elemen diagonal utama matriks antisimetris
adalah=0

Contoh :
n -1 -2 4 0o 1 2 -4
11 o0 3 =5 n_|-1 0 -3 5| _
[A] = 2 -3 0 1/ [A]= -2 3 0 1 Al
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m.Matriks Komutatif

Kaau [A] dan [B] adadah matriks bujur sangkar dan berlaku [A][B] =
[B][A], maka [A] dan [B] dikatakan berkomutatif satu sama lain. Jelas
bahwa setigp matriks bujur sangkar berkomutatif dengan [I] (yang

ukurannya sama) dan dengan inversnya (bila ada).
Kalau [A][B] = -[B][A], dikatakan antikomutatif.
Contoh :

[A]=ﬁ é] dan [H]:E’ i] dikatakan berkomotatif karena

[A][B] = E ;] . sedangkan

1 3

G IEN N I (A

TUGAS 1.

Diskusikan dengan teman anda.
1. Apakah matriks persegi merupakan matriks diagonal?, berikan alasannya.
2. Apakah matriks diagonal merupakan matriks persegi?, berikan alasannya.

1.3 Kesamaan Dua Matriks

Dalam matriks dikenal adanya kesamaan dua matriks yang didefinisikan
sebagai berikut. Dua matriks dikatakan sama jika ordo yang dimiliki keduanya sama,
dan elemen-elemen yang bersesuaian (seletak) sama.

Cantoh:
Diketahui matriks-matriks sebagai berikut:
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W=l o m=l W w@=f ] o=f

Tentukan apakah:
a [A] = [B],
b. [A] = [C],

c. [A] = [D].

Jawab:
a. [A] #[B] karenaordo [A] tidak sama dengan ordo [B].
b. [A] = [C] karena ordo [A] sama dengan ordo [C] dan elemen-elemen yang
bersesuaian pada[A] sama dengan el emen-elemen pada[C].
c. [A] # [D] karena ordo [A] memang sama dengan ordo [D] tetapi elemen-
elemen yang bersesualan pada kedua matriks tersebut ada yang tidak sama,

yaltu L) _"—r' dzz.

Contoh
Diketahui persamaan matriks:

x+y Zx+w

ey z-w| e EBI=[f ]

[A] = 1 4

Apabila[A] =[B] makatentukan nilai x, y, z dan w.

Jawab:
[A] = [B]
£y Zx+w] o [3 SJ
X—y z—Ww -1 o4

maka persamaan di atas dapat ditulis menjadi 4 buah persamaan:

X+y =3 2X+w =5
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X-y =1 z-w =4

dan bila diselesaikan menghasilkanx =2,y =1,z=3danw =-1.

1.4 Operas Aljabar Pada Matriks

Pada sub bab sebelumnya, telah dipelgjari mengenai pengertian, jenis-jenis dan
kesamaan dari suatu matriks. Pelgaran selanjutnya pada sub bab ini adalah operasi
aljabar pada matriks. Jadi sama seperti pada bilangan, pada matriks pun berlaku sifat-
sifat operas aljabar.

a. Penjumlahan dan Pengurangan Matriks

Dua buah matriks dapat dijumlahkan atau dikurangkan apabila ordo dari
kedua matriks tersebut sama. Operasi penjumlahan dan pengurangan pada
matriks dilakukan dengan cara menjumlahkan atau mengurangkan elemen-

elemen yang bersesuaian (seletak).

Jika[A] = (&) dan [B] = (by;) matriks-matriks berukuran sama, maka [A] +
[B] adalah suatu matriks [C] = (cjj) dimanacij = &;j + bjj, untuk setiap i dan j.
atau [A] + [B] = (& + by)

Contoh:

1. Diketahui:
m =2 @ B =[] g
Maka:
RG] P F el P Il P

m-m=3 0 - 4-627 22 - i
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2. Diketahui:

_[5 1 3 -5 1 _[-3 4
VI [ N (=1 O NN (S IS
Maka:

_[2 5
(Al+C1= 5 )]

[A] - [B] pada[A] dan [B] tidak dapat dilakukan operasi pengurangan
atau penjumlahan karena ordo matriks [A] tidak sama

dengan ordo [B].

TUGAS 2.

Diskusikan dengan teman ande.

T O R i IRIC R

6 —9
Hitung:

a [A] +[B]

b. [B] +[A]

c. [A]-[B]

d. [B] - [A]

e. [B] +[C]

f. {[A] +[B]} +[C]

9. [A] +{[B] +[C]}

Dari hasil yang anda peroleh, apa yang dapat anda simpulkan?
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b. Perkalian Skalar Terhadap Matriks

Jika[A] adalah suatu matriks dan k adalah bilangan riil maka k [A] adalah
matriks baru yang elemen-elemennya diperoleh dari hasil perkalian k
dengan setiap elemen pada matriks [A].

Contoh;
Diketahut:
[B] :B :g —13J
Maka:
3[B] =3E’ :; —13] g gg g::g 3.3ng ) Iz _—165 —39]

el -3 =5 11 _[3/2 -5/2 172
alBl =l T [1 1 —3,2

TUGAS 3.

Diskusikan dengan teman anda.

[A]:[fl_ gJ [B]:i é] p=2 dan gq=3

Hitung:

a (p+09)[A]
b. p[A] + q[A]
c. p{[A] +[B]}
d. p[A] + p[B]
e. p{a[A]}

f. {pat[A]

Dari hasil yang anda peroleh, apa yang dapat anda simpulkan?
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c. Perkalian Matriks

Pada perkalian [A][B], dimana [A] kita sebut sebagai matriks pertama dan
[B] kita sebut sebagai matriks kedua.

Syarat perkalian matriks adalah banyaknya kolom matriks pertama sama
dengan banyaknya baris matriks kedua.

Elemen-elemen pada [A][B] diperoleh dari penjumlahan hasil kali elemen
baris pada [A] dengan elemen kolom pada[B].

Definisi:
Pandangan [A] = (&;) berukuran (p x q) dan [B] = (b;) berukuran (q x r).
Maka perkalian [A][B] adalah suatu [C] = (c;;) berukuran (p x r) dimana:

Cj = alblj + azsz + + aqbqj
untuk setigpi=1,2,3,...,p dan j=1,23, ..., 1.

Sebagal contoh diberikan [A dan [B] sebagai berikut:

fiy Bz - Big by, by . by
(A] = Azy Qzz . (g dan (8] |b2, b;.” b3,
Qpr Qpz - Upg bgr by . by
Qyy Qi3 . Qi) [By1 Biz - By
Maka[A] [E] :|af1 i |”2’ B %
Apy Gpz - Gpg "hy, h;z . by

E;M E;J'.’_ . E;.IJ'
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Dimana:
c11 = €elemen baris pertama dan kolom pertama dari perkalian [A] dengan
[B].

semua elemen baris pertama [A] dikalikan dengan semua elemen

kolom pertama [B].

by,
b
= [@11 @1z . Qg !
b1
- ﬂilhli + ﬂiZhZI e o P + ﬂll’.ilhl'.ill

c12 = elemen baris pertama dan kolom kedua dari perkalian [A] dengan [B]
= semua elemen baris pertama [A] dikalikan dengan semua elemen
kolom kedua[B].

by
b
= [@11 @32 4] A
bz
- ﬂllhiz + ﬂizhzz T e s + ﬂlqhq"_

cir = elemen baris pertama dan kolom ke-r dari perkalian [A] dengan [B].
= semua elemen baris pertama [A] dikalikan dengan semua elemen
kolom ke-r [B].
by
= [@11 @1z . Qg b:.zr

By

= ﬂilhl:l' -+ ﬂiZhE:l' + + ﬂlq‘lhq:l'
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Sehinjea dengan cara yang sama, maka:

€3y = ﬂ.glbu + ﬂzzbzl + ... + ﬂgqbq]
Con = ﬂz-lblz + azzbzz + .. ... + ﬂzqhqz
Cog = ﬂzj_h“- + ﬂzzhz,- + e + ﬂgqhq,-
Cp1 = @paibyy + apabyy + o + by
cpz = a;n'lb'lz -+ apzbzz + ... + a}l{jbﬂz
Cyr = ﬂplhlr + ﬂ;r;:ih:ir' + e + a;}qhqr
Contah

Diketahui:

_IZ2 3 13 2 _ 11 0 -1
[P = [—4 5]' [Q)= -1 2 dan [R]= 4 -2 —3J
Tentukan:

a [P [Q]

b. [Q] [P]

c. [P [R]

d. [R] [P]

Jawab:
12 3 3 2 = 23+ 3.-1 2.2+ 3.2
a [PI[Q = [—4 5] [-1 2 —43+5.—-1 —42+52

- [673 4+6
~12-5 —8+10

=[5 2]
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sam =13 417 3155 31

—4 T —2—-8 -=-3+10
= [:11;) 17«'6]
c. [P [R] :L?',Jr §J [i _02 :é = [—24++1220 8:160 _42—_1%J
_[14 -6 —11J
16 —10 —11

d. [R][P] = tidak ada karena banyaknya kolom pada [R] tidak sama dengan
banyaknya baris pada [P].

TUGAS 4.

Diskusikan dengan teman anda.

[A]:[i EJ IB]:[—I?. AZLJ dan [C] = _32 %J

Hitung:
a [A] [B] dan[B] [A]
b. {[AI[BI}[C] dan [A{[B][CI]}
c. [AK[B] +[C]} dan[A][B] + [A][C]

d. {[A] +[BJ}[C] dan[A][C] +[B][C]

Dari hasil yang anda peroleh, apa yang dapat anda simpulkan?
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d. Perpangkatan Matriks Per segi

Sifat perpangkatan pada matriks, sama halnya seperti sifat perpangkatan
pada bilangan-bilangan.

Untuk setiap bilangan riil (a), berlaku:
&=axa
a=axaxa

dst

Pada matriks persegi juga berlaku hal yang sama seperti:
[A]° = [A][A]

[A]® = [A][A][A] =[A]?[A] =[A][A]?

dst

Contoh:
Diketahui:
_—=1 1
[B]'[ 2 OJ‘
Tentukan:
a [B]?

b. [B]?

Jawab:

-1 1J —1 lJ

a Br=EE=5 ][5

) [—32 _zlJ

e S Pl LA
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=erE=Y G ol S

15 Transpose Matriks

@y @z 3
Gz1 Qzz O3], Setiap barisdari [A] dapat
@37 3z 33

diubah menjadi kolom dan juga sebaliknya setiap kolom dari [A] menjadi baris dari

Dalam sebuah [A] dimana[A] =

suatu matriks yang baru misalnya [B], maka [B] disebut transpose dari [A], ditulis:

@y Gz @3
[B] =[A]'=|@12 @2 a3
@13 dpz 33
Cantoh:
Diketahui:

A= ] an m=[2

Tentukan:
a [A]
b. [B]"
Jawab:
T_[15 3
a [Al" = | —4 1J

2 5
b. [B]" = |-4 1}
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Beberapa sifat matriks transpose vaitu:

16

a {[A]+[B]}" = [A]"+[B]"
b. {[A]}" = [A]
c. K[A]T = [kA]T

d. {[Al[B]}" = [B]" [A]"

Transformas atau Operasi Elementer Pada Baris dan Kolom Suatu
Matriks

Yang dimaksud dengan transformasi atau operasi elementer pada baris dan

kolom suatu matriks adalah sebagai berikut:

a. Penukaran tempat baris ke-i dan baris ke-j dari [A]. Atau baris ke-i

dijadikan baris ke-j dan baris ke-j dijadikan baris ke-I dari [A].
Ditulis: Hij [A]

. Penukaran tempat kolom ke-i dan kolom ke-j dari [A]. Atau kolom ke-i

dijadikan kolom ke-j dan baris ke-j dijadikan baris ke-I dari [A].
Ditulis: Kij [A]

. Memperkalikan baris ke-i dari [A] dengan skalar A # 0.

Ditulis: HiV [A]

. Memperkalikan kolom ke-i dari [A] dengan skalar A # 0.

Ditulis: K;V [A]

. Menambah baris ke-i dengan A kali baris ke-j dari [B].

Ditulis: H;;V[B]

. Menambah kolom ke-i dengan A kali kolom ke-j dari [B].

Ditulis : K;;V[B]



g. Menambah A; kali baris ke-i dengan A, kali baris ke-j dari [A].
Ditulis: H{*",® [A]

h. Menambah A; kali kolom ke-i dengan A; kali kolom ke-j dari [A].

Ditulis : K;™,*? [A]

25

Contoh:
Diketahui:
3 1 4
[Al=]2 1 1‘ dan  [B] = E _11 ;J
3 0 1
Maka:
31 4 . 1
a. H23[A]: 3 0 1 dan H]_z[B]:[2 1
2 1 1
41 3 i o
b. Kg[A]l=(1 1 2‘ dan K23 [B] = L} )
1 0 3
3 1 4
c. H,P[A]=|-4 -2 —2‘ dan H,“?[B] = [; _11/2 SéZJ
3 0 1
3 1 8 -
d  KP[Al=|2 1 2} dan K. [B] = [u
3 0 2

e



3 1 4
e Hgl(l) [A]: 2 1 1
6 1 5
3 —7 4
f K23(_2) [A]: 2 -1 1
3 -2 1
1 4
g HPW[A]l=]7 2 3
30 1
14 4
h. K2®[A]=[2 5 1
3 3 1
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3 1 4

dan Hos™P [A]=]-1 1 0
3 0 1
2 3 5

R

Misalnya kita telah mengetahui [B] sebagai hasil transformasi elementer dari

[A]. Kita dapat mencari [A] dengan cara mencari invers dari transformasi elementer

tersebut.
Contoh :
2 1 0
Misalkan: [B] = Ha: P ([A] = |4 11 2}
L 0 1

2 1 0

Maka [A] =

-1 -1 1

4 11 2‘ = Hy, Y [B]



Jadi:
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Invers suatu transformasi elementer juga suatu transformasi el ementer. Dapat

dirumuskan sebagal berikut:

a [A] = H;™ [B]

b. [A] Kt [B]

¢ [Al = H® (8]

d [A] = K® [B]

e [A] = H;® [B]

f[A]l = K@ [B]

Contoh:

a Kaau [B] =
maka [A] =

b. Kalau [A] =
maka [B] =

1.7 MatriksEkivalen

|
I
N
w
—
=
—
2
|

1
1
Has [B] = Hs™[B] = [2

2 1
Ha? [B] = [1 3‘

2
-1
Hﬁ[M=Hﬂ@W:[

Hij [B]
Kij [B]
H*™ [B]
K [B]
Hij(-)\) [B]

Kij(-)\) [B]

8 16

[,

[9¥]

Dua [A] dan [B] disebut ekivaen [A]~[B] apabila sdah satunya dapat

diperoleh dari yang lain dengan transformasi-transformasi elementer terhadap baris



28

dan atau kolom. Kaau transformasi-transformasi elementernya hanya pada baris
sgja, dikatakan ekivalen baris, Kalau transformasi-transformasi elementernya hanya

pada kolom sgja, dikatakan ekivalen kolom.

Contoh :

cr=f; 7Y wn @[} ]

[A] adalah ekivalen baris dengan [B]

Karena: [B] = Hi2[A]

30 2 1 5
b [Al=, | * 2J dan [B] =3

[A] adalah ekivalen dengan [B]

Karena:

[A]:ﬁ 13 2
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1.8 Latihan Soal
Kerjakan soal-soal berikut:

1. Diketahui matriks sebagai berikut.

4 0 1 5
[A]=1-2 5 7 4 }
3 8 -1 7
Tentukan:
a. Ordo [A]

b. Elemen-elemen pada kolom ketiga[A]
c. Nilai dari ay dan ags

2. Diketahui:
_Bp 2 - [4+8 2
(A= 4 —Sq] d““m]‘[ 4 30J

Jika[A] =[B], tentukan nilai p + q

3. Diketahui kesamaan matriks berikut:

fro-dig

Tentukan nilai a+ b +c

4. Tentukan matriks ranspose dari matrik-matrik berikut.

s [} % 3

d
131
b. [Q] = [z 4 5‘
0 7 6
5. Diketahi.
131 .
BT R
Kl=|2 4 5} danu_]=[4 e é]
D 7 6 2
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Jika[K] =[L]", tentukan nilai x dan y yang memenuhi persamaan berikut.

. Diketahui.
2 210 -7 210
[Al=|4 1 3 2} dan [B]:|3 4 0 2}
-1 2 0 2 5 2 1 5
Tentukan:
a 3[A] c. 3[A]-[B]
b. [A] +2[B] d. 3[B]-2A]
. Diketahui.
e Y e w7 g
Tentukan:
a [A][B] f. Hiz[A]
b. [A]" g Kz [B]
c. [B]" h. Has 2 [B]
d. {[Al[B]}T i K A]
e [B]"[A]" j. H? M [B]

. Carilah harga x, y, z dan u bia;

Az

i _[x y+1J ; [5 2+yJ

5 z+1 Z 4
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BAB 11
DETERMINAN

2.1 Pengertian Deter minan

Determinan adalah sekumpulan elemen-elemen atau bilangan-bilangan yang
disusun dalam deretan baris dan deretan kolom dimana banyakya deretan baris sama
dengan banyaknya deretan kolom dan mempunyai suatu harga.

Dan biasanya dilambangkan dengan dua buah garis tegak.

Contoh:
|a” Gz o+ . Bip
iy Oz . . Oan
|A| = .
Iq;tl "In'.{ . . "]uu
Dimana:

- Elemen-elemen yang mendatar adalah elemen baris sedangkan elemen-
elemen vertikal adalah elemen kolom.

- Jika banyaknya elemen baris m buah, banyaknya elemen kolom n buah
maka determinan A dikatakan berdergjat m x n (berordo m x n).

- ay; = ¢emen padabaris ke-i dan kolom ke-j

- ay; = ¢demen padabariske-1 dan kolom ke-2

2.2 Menentukan Harga Determinan
a. Determinan matriksberordo 2 x 2
Misalkan [ A] adaiah matriks persegi berordo 2 x 2 sebagai berikut:

a7 04 2J
3y pz

[A] = |
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Determinan dari [A] didefinisikan sebaga selisih antara hasil kali elemen-
elemen pada diagonal utama dengan hasil kali elemen-elemen pada diagonal
sekunder.

Determinan dari [A] dinotasikan dengan det A atau |A|. Berdasarkan
definisi determinan, diperoieh determinan dari [A] sebagai berikut.

_ _ %11 Ogz
Deta=lal = @21 ﬂzzl
= (ayy Xags )= (agz X azy)
Contoh:

Tentukan nilai daterminan dari matriks-miatriks berilait,

A=ly gl e E=[f 2

3 8 —4
Jawab:
_ 12
detA = [A] = ‘3 ﬂ|
= (1x8-(2x3
= 8-6
=2
42
detB =[B| = | “4|
=@4x=4)-2x(=7)
= — 16— (- 14)

= -2



33

b. Determinan matriksberordo3x 3

Misalkan [ A] adalsh matriks persegi berordo 3 x 3 sebagai berikut:

[A] =

Qyp @z O3
Q77 O3z Hp3

Untuk mencari nilai determinan dari [A] yang berordo 3 x 3, digunakan
Metode Sarrus. Adapun langkah-langkah Metode Sarrus adalah sebagai
berikut:

1)

2)

3)

4)

Salin kembali kolom pertama dan kolom kedua dari matriks A kemudian
diletakkan di sebelah kanan kolom ketiga,

Atau salin kembali kolom kedua dan kolom ketiga dari matriks A
kemudian diletakkan di sebelah kiri kolom pertama.

Atau salin kembali baris pertama dan baris kedua dari matriks A
kemudian diletakkan di sebelah bawah baris ketiga,

Atau salin kembali baris kedua dan baris ketiga dari matriks A kemudian
diletakkan di sebelah atas baris pertama.

Hitung jumlah hasil kali elemen-elemen pada diagonal utama dan
diagona lain yang sggar dengan diagona utama. Nyatakan jumlah
tersebut sebagai D;.

Hitung jumlah hasil kali elemen-elemen pada diagonal sekunder dan
diagonal lain yang sejgjar dengan diagonal sekunder. Nyatakan jumlah
tersebut sebagai D».

Determinan dari matriks A adalah pengurangan D; oleh D,, maka:
det A = D]_ - D2
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Berdasarkan langkah-langkah Metode Sarrus, diperoleh determinan dari [A]
sebagai berikut:

det A=|A| = |Gy dzz dp3
@3y daz dag
@y @ @z Ay Qg2
= |@z; Wz Oz3z Uz U4z
@37 @3z Ozz A3y gz
= Dl—Dz
Dimana:
D1 = (.2 @ys) + ( @yp.@ps. Qg )+ ( @y3.05,. @33)

Do = (ay3.ay5. @3;) +( Ay1.053. A33) +( Ay7.057. A33)

Sehingga:

detA=|Al= D1 —Ds

= [(ayy.ag5. A33) + ( Gy5.055. @g,) +( Qy5.0,;. az3) | -

[ (@13.@22. @31) +( @11.@33. @32) +( Qy2.831. A33) |

(@q1.az2. Q33) + ( @y2.Q55. Q31) + ( @13.021. Qz2) —

(@13.032. @31) = @y1.023. A3z) = ( Ay2.835. A33)
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Contoh:

Tentukan nilai determinan dari matriks berikut.

-1 2 5
[Al =14 -3 1
0 2 3
Jawab:
-1 2 5
dtA=]|Al =4 -3 1
0 2 3
-1 2 5 -1 2
={4 -3 1 4 -3
0 2 3 0 2

[(F) x (-3)x3)+(2x1x0)+(Bx4x2)]-

[GX(-3)x0)+ (1) x1x2)+(2x4x3)]

[9+0+40]-[-0-2+24]

49 - 22

= 27

c. Determinan matriksberordo lebih besar atau sama dengan 3x 3
(>3x3
Untuk menghitung determinan matriks berordo lebih besar atau sama
dengan 3 x 3 (> 3 x 3) dipergunakan ekspansi atau pembubaran menurut

elemen barisatau e emen kolom.
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1) Jkaekspansi atau pembubaran menurut elemen baris maka:
n i+]
Al = > (-1)  ay . M
j=1
2) Jikaekspans atau pembubaran menurut elemen kolom maka:

m i+]
Al = Y (-1 ay. My
i=1

Dimana:

a;; = elemen dari matriks A yang terletak pada baris ke-i dan

kolom ke-j

Mijj = minor (determinan sisa apabila baris ke-i dan kolom ke-j

dihilangkan).

Berdasarkan langkah-langkah diatas diperoleh determinan dari [A] sebagai
berikut:

Misalkan [A] adalzh matriks persegi berordo 4 x 4 sebagai berikut:

1y gz 93 G4
[A] gy Ggz Qzz Qpy
37 O3z O3z 34
gy Qgp Hygz gy



Jika ekspansi

i+ ]

3 (1)

ag; . Mij

4 1+j
Z (<D ay; My
j=1

(‘1)1+1-H:1-M|1 + (—1)1+2.E113.M|2 +

e M|:I. + (‘1_]1;.1.!]14 .M]_].

- gy Mp + oag Mg - oa, .My
s Mgy fzy a3
33 Q34 Mz = |@31 @33
gz gy gy a3
oy Mgy fzy Mg
dyz U3y M14 = |31 f3;
gz lay laq iz

Jika ekspans atau pembubaran menurut elemen baris pertama maka:

a4

gy

Qo
33

atau pembubaran menurut elemen kolom kedua maka:

Al =
=1
1+3
(—1)
= ay; Mp
Dimana:
oz
My = |83z
gz
21
Miz = |@31
FE]
Al =

m i+
Z(—l) {Lij . Mij
i=1

4 i+2
2 () ap Mip
i=1

37
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= (_ 1)1+2 . ﬂlz _M|2 + (_ 1)2+2 . ﬂzz . ["Vl{:j

17 agy My + 1% ay . My

- ﬂlz T"-']|g + ﬂzz . sz - I']H_z . Mj‘z + ﬂq_z - hr{_lz

Dimana:

My = |@31 @33 34 M2 = |@31 @33 34

Mz, = [821 Ha3  fp4 Mgy = [B21 Ha3 f4

Contoh :

a. Tentukan nilai determinan dari matriks berikut.

-1 2 5
[A] =14 -3 1}
0 2 3
Jawab:

Jika ekspansi atau pembubaran menurut elemen baris pertama maka:

n i+]
Al = > (-1 ay . M
=

4 1+
Z(—l) ayj. My
j=1
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= D" ayy My + D" an My + (DM a5 Mis
= a3 My — a2 Mz + a;3.Mp

= -3 gl =20y ol + sl 3]

= —-1(-9-2) - 2(12-0) + 5(8-0)

= —1(-11) - 2(12) + 5(8)

= 11- 24 + 40

= 27

b. Tentukan nilai determinan dari matriks berikut.

4 =2 3 5
{1t o -3 1
[A]‘91028
4 2 -3 5

Jawab:

Jika ekspans atau pembubaran menurut elemen kolom keempat
maka:

m i+]
Al = > (<D ay .M
i=1

4 i+4
= 2D ayu. My
i-1

= DY ay My + D7 ay My +
(— ]fd cOgg My + (- 1)4+4. Qyq - Maag

= —dyy. Mg+ oazy Mo - @z Mag + o, My



1 0 -3 4 =2
= -5|9 10 2| +1}9 10
4 2 -3 4 2
4 -2 3
511 0 -3
9 10 2

_5(32) + 1(=272)
~160 — 272 - 384 + 1040

224

2.3. Sifat — Sifat Deter minan.

40

3 4 -2 3
2| -8j1 0 -—3|
-3 4 2 -3

_ 8(48) + 5(208)

1) Jka suatu determinan salah satu elemen baris atau elemen kolomnya

mempunyai elemen nol semua, maka harga determinannya sama dengan

nol.
Contoh :
0 0 0
[A] = |ﬁ121 azz ﬂza}
A3y O3z Q33
Maka:
|Al = ay;. Miz = ayz. Mz + ays. M3

0.M11 — 0. My + 0.My3

0

2) Jika suatu determinan elemen — elemen barisnya ditukarkan menjadi elemen

kolom yang bersesuaian atau ditransposkan
tidak berubah.

maka harga determinannya
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Contoh :
@y @z g3 1y Q1 O3
_ T _
[A]l =|G21 @Qpz Qg3 dan  [A] =|@1z Gz d3;
I3y 3z 33 I3 fpz 3y
Maka:

|A| = ﬂj_j.M|] - ﬂ.lz. |\I|"fjl + ﬂ]'_;.MH-

oz ﬂzs‘

f21 ﬂzz}
3z (a3

tay ﬂazl
3y 3y

= Q11 | - alZJ Q13 ]ﬂ“ 45

= yq (Agpilag Q3Q3z) — @93 (QpqQg3 — dy3dyy) +

Qi3 (Az0yz — Ayz031)

|AT| = @13 My = @2, Mz + a5 M3

oz 332‘

21 521} . 1‘121 ﬂ-nl
(3 O3y =

a aul - Gz Jﬂza Q33 dyz Q3

= gy (@gpilyy — Qg0z3) — @y (@383 — d39Qp3) +
Qi3 (Azqf3z — A31033)

= |Al

3) Jika dalam suatu determinan dua baris atau dua kolom ditukar
tempatnya maka harga determinan baru sama dengan negatip harga

determinan yang lama.

4) Jikadua baris atau kolom dalam satu determinan mempunyai € emen-
elemen yang sama (identik) maka harga determinannya sama dengan

nol.



5)

6)

7)
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Bila setiap elemen dari satu baris atau kolom dalam satu determinan
digandakan dengan suatu konstanta k, maka harga determinan baru

sama dengan k kali harga determinan lama.

Bila elemen — elemen yang bersesuaian dari 2 baris atau kolom dalam
satu determinan adalah sebanding maka harga determinannya sama

dengan nol.

Bila setigp elemen dari suatu baris atau kolom dalam suatu
determinan merupakan penjumlahan dua suku maka bentuk
determinan baru dapat dinyatakan dalam penjumlahan dua determinan
yang elemen-elemennya merupakan pemisah dari dua suku pada baris
atau kolom tersebut, sedangkan elemen-elemennya sama dengan
elemen determinan semula.

Contoh :
[B] = [—4? —24J = —23++21 —24J
Maka:
IB| = _"? f4| - 16— (-14) = -2
1Bl = E3++21 —24|
2 2| | ‘2 2|
-8 -4 1 —4

[-8-(-16)] + [-8-2]

[8] + [-10]

= -2
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8) Bila setiap elemen dari suatu baris atau kolom setelah digandakan
dengan konstanta k, kemudian ditambahkan pada tiap baris atau
kolom yang lain dalam determinan itu maka harga determinannya
tidak berubah.

TUGAS 1.

Diskusikan dengan teman anda.

1. Cobabuktikan sifat-sifat determinan nomor 3, 4, 5, 6 dan 8.

2. Diketahui:

—1 0 5 -1 2 5

[Al =|4 O } [B]=4—31‘
-2 0 L 0 2 3
-1 2 2 3 —6 2

[Cl=|4 -3 -3 [D] =14 -3 1}
6 8 8 4 2 3

Hitung:

e |A]

f. |B|

g |B7

h. |K3[B]l

i. |C|

o |Hue[B]

k. |D|

I |H,,e[B]

Dari hasil yang anda peroleh, apa yang dapat anda simpulkan?



2.4 Latihan Soal.

Tentukan determinan dari matriks dibawah ini:

3 5 2
1. [A] =3 5 =2
10 15 6
5 2 0 -3
_ |10 7 5 2
2. [Bl = 2 6 3 -3
-3 -1 4 1
5 15 2 -3
_1-3 9 1 o0
3. [C] = 5 3 3
4 12 4 1
[1 2 3 4 5]
[-3 9 1 0 6|
4. [Dl =12 2 3 -3 71
[4 10 4 1 2J
2 -4 6 8 10
1 3 2 4 5 67
-39 1 0 6 6
|2 2 3 -3 7 &6
5 [B = 4 10 4 1 2 6
2 6 4 8 10 12
L2 6 —4 8 10 12

44
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BAB 111
INVERSMATRIKS

3.1 Pengertian InversMatriks

Pada aljabar bilangan, kita telah mengenal bahwa jika suatu bilangan dikalikan
dengan inversnya maka akan diperoleh unsur identitas. Begitu pula dalam matriks,
jika suatu matriks apabila dikalikan dengan inversnya maka akan diperoleh matriks
identitas. Supaya kita lebih memahami pernyataan tersebut, pelgjari ilustrasi berikut.

Misalkan:
=y 5 e m=[7 7]

Maka:

Al = |3 2“3 —2J_ 9 -8 —6+6J_ k OJ

4 3ll—-4 3 12-12 -8+9 01

Karena perkalian antara matriks A dengan matriks B menghasilkan matriks
identitas [1] maka dapat kita simpulkan bahwa matriks A dan matriks B saling invers.
Hal ini berarti matriks B merupakan matriks invers dari matriks A ditulis [B] = [A™]
atau sebaliknya matriks A merupakan matriks invers dari matriks B ditulis [A] =
[B™Y]. Dengan demikian kita dapat menyatakan sebagai berikut:

Jika [A] dan [B] adalah dua matriks persegi yang berordo sama dan memenunhi
persamaan [A] [B] = [B] [A] = [I] makamatriks A adalah matriks invers dari matriks
B atau matriks B adalah matriks invers dari matriks A.

3.2 Menentukan InversMatriks

Sebelum kita mempelgari invers matriks ada konsep yang harus kita pahami
terlebih dahulu yaitu matriks minor, matriks kofaktor dan adjoin matriks.
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. MatriksMinor

Misalkan diketahul suatu matriks A sebagal berikut:

@iy gz . Oy

gy Qzp . Gan
[Al=]

tyn1 ﬂ.rrri.’_ ' Ty

Di bab 2 kita sudah mempelgari cara mencari minor suatu matriks.

Sehingga matriks minor dari matriks A adalah sebagai berikut:

JIIII"::r:ll MIZ ¥ JIIII"::r:l."l

[M] — Jlll"'r'rll MEE . Mzra

Mml M.rni.’_ ' Mmr
. Matriks Kofaktor

Jika Mj; merupakan minor ke-ij dari matriks A maka kofaktor (K;;) adalah

hasil perkalian (-1)"* dengan elemen minor M;.
Dengan demikian, Kj; = (1) . Mij
Sehingga matriks kofaktor dari matriks A adalah sebagai berikut:

Kll K!l'.i . Kl!l
K Kin o K
[K] - 1 4 n

K.rnl K.rrl'.’_ . J'{.rm'l
. Adjoin Matriks

Jika matriks kofaktor dari matriks A tersebut di transposkan, maka didapat
matriks baru yang disebut sebagai adjoin matriks A.



47

Sehingga adjoin matriks A adalah sebagai berilkut:

Kll K?_’l 3 KIHI
Adj [A] - [K]T — KIZ KEZ J KT'I'EZ

Kin KEJ‘I . Kmn

Setelah kita mempelgari matriks minor, matriks kofaktor dan adjoin matriks,
mari kita sekarang menentukan invers matriks. Invers matriks dapat ditentukan

dengan cara:

1. Dengan rumus yaitu:

) adj [A]
(A7 = =4
Dimana:
[A'] = inversmatriks A
adj [A] = adjoin matriks A
|Al = determinan matriks A
z0
Contoh:

Tentukan invers matriks dibawah:

2 =y 3

b. [B] =

oA R
NS
w

e——]

W o
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Jawab:
3 2
a [Al = [} 3
) adj [A]
Al = ——
[A7] A
Dimana:
_ [Myy Myl _ (3 4
(M] oMy, Mz:a] [2 3
_ K K-_lz]: My —Miz]z 3 -4
[K] © K2 Koz —Myy My [—2 3]
: _ T _ [Kia Ku] _ 3 -2
Al = KT = [ 2= 2, 7
|A| = 9-8 =1
Sehingga:
) adj [4]
Y
3 2
EF
1
_ |3 —2]
-4 3



L 1 2
b. [B] = ’2 4 —3}
3 6 =5
. adj [B]
B —_—
[B7] iB|
Dimana:
My My Mg -2
[M] = My, My My = [-17
Miyy, My, My —11
K1y Kz Kis My,
[K] = |Kz Kz Ky -M;,
Kyn Kyz Ky My
-2 1 0
= 17 -11 —3}
-11 7 2
-2 17 -11
adji[B] = [K]"= |1 -11 7
0 -3 2
|B| = (-20-9+24) - (24-18-10)
= 5 -4
= -1
Sehingga:
adj [B]
B =
[B7] |B|
-2 17 -11
[1 i ?}
_lo -3 2]
-1

-1
—11
-=F

‘Mlz

M,

—My;

0
3“
2

49
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2. Dengan Metode Transpormasi atau Operasi Elementer Pada Baris atau
Kolom Matriks

Menyelesaikan invers matriks dengan metode transpormasi dilakukan
dengan carayaitu:

a) Buat matriks yang akan dicari inversnya.

b) Buat matriks identitas dengan ukuran yang sama dengan matriks yang
akan dicari inversnya di sebelah kanannya.

c) Kenakan transpormas matriks pada matriks yang akan dicari
inversnya dan pada matriks identitas yang dibuat tadi sampa pada
matriks yang akan dicari inversnya menjadi matriks identitas.

d) Kalau matriks yang kita akan cari inversnya sudah menjadi matriks
identitas maka matriks identitas yang disebelah kanan tadi setelah
dikenakan transpormasi matriks itu merupakan invers dari matriks

yang kita cari.

Untuk lebih jeiasnya tentukan invers matriks dibawah:

L=y

L 1 2
24—3}

3 6 -5

2. [B] =

Jawab:

Lm=[; 7

Mencari inversnyaatau [A™] = ......... ?



Langkah:
a) Buat matriks yang akan dicari inversnya.

51

5 3
4 3
b) Buat matriks identitas dikanannya.
[3 ZJ 1 OJ
4 3 0 1
c) Kenakan transpormasi matriks seperti:
w3) 1 2/3 1/3 0
L 4 3 0 1J
_ 12/3] [1/3 0
-4
2. Ha 7 |o 13 —4/3 1]
3) 1 2/3] 1/3 0
3 R o 1 | —4 3J
(- 213) 1 O 3 -2
4. Ho o 1J —4 3J
d) Jadi invers matriksnya:
43 _[3 -2
(AT = [—4 3]
1 1 2
2.[Bl=12 4 -3
3 6 =5
Mencari inversnyaatau [BY] =..........?
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Langkah:

a) Buat matriks yang akan dicari inversnya.
L1 2
2 4 -3
3 6 —5

b) Buat matriks identitas dikanannya,

11 2 1L 0O
|24—3‘ |010}

3 6 -5 0 0 1

¢) Kenakan transpormasi matriks seperti:

11 2 1 0O
1. HWY [2 4 —3] 0 1 o}
3 6 =5 D 0 1
1 1 2 "1 0 0
2. Ha®® - o 2 —7} -2 10
3 6 -5 0 0 1.
11 2 "1 0 O]
3 Ha® - o 2 -7 -2 10
0 3 -11 -3 0 1
11 2 "1 0 O
4. HM L o1 =772 -1 1/2 0
0 3 —111 -3 0 1
1 1 2 - -1 0 O
5. Hx™® o o 1 =772 -1 1/2 0
D 0 —1/2] 0 —3/2 1]
11 2 1 0 O
6. Hy? S o0 1 =772 -1 1/2 0
0 0 1 0 3 -2
1 0 11/2 2 —1/2 0
7. H™Y o o 1 =7/2 -1 1/2 o]
o 0 1 | o 3 -2
10 O 2 —17 11
8. HpM2 |o 1 —7/2‘ -1 1/2 o}
00 1 0 3 =2



1 0 O 2 —17 11
9. Hx™ L o 1 0 -1 11 -7

0 3 -2

d) Jadi invers matriksnya:

2 -17 11
[B'l]:[—l 11 —7‘

0 3 -2

3.3 Latihan Soal

1. Tentukan apakah matriks-matriks dibawah ini memiliki invers:

2 (a1=] 5J

1 2
4 2
b [BI=1y, 7J
-5 3
¢ =, 6]
-1 4 2
d [D]=|2 -7 6}
-3 5 -8

2. Tentukan invers dari matriks dibawah ini:

a [|\=]2 ]

10 15 6
5 2 0 -3
0 7 5 2
¢ [Gl=1[, & 3 3
3 -1 4 1
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BAB IV
SISTEM PERSAMAAN LINEAR
4.1 Pengertian Sistem Persamaan Linear

Sistem persamaan linear adalah suatu sistem persamaan yang peubah-
peubahnya atau variabel -variabelnya berpangkat satu. Sistem persamaan linear dapat
terdiri dari dua atau lebih variabel.

Bentuk umum dari sistem persamaan linear dengan tiga persamaan dan tiga variabel

yang belum diketahui adalah sebagai berikut:

Mx +bhy+o2z=

|
g

ﬂ2x+b2}’+|§22’ = ffz
ﬂ_'.lx — h-'l.}'l + L"_-_l_z — ||r'I:_'.|_
dengan a, b, cdan ke R

Daam sistem persamaan linear besarnya variabel yang belum diketahui bisa
dicari dengan syarat banyaknya variabel yang belum diketahui harus sama dengan
jumlah persamaan linearnya.

Sehingga sistem persamaan linear dengan n buah persamaan dan n buah
bilangan yang belum diketahui bisa diselesaikan dengan berbagai metode seperti:
metode grafik, metode eleminasi, metode substitusi, metode eleminasi Gauss, metode

operasi baris elemen, metode Cramer (determinan) dan metode invers.

Pada pembahasan kali ini kita akan menggunakan empat metode untuk
menentukan penyelesaian dari sistem persamaan linear yaitu metode eleminasi
Gauss, metode operasi baris elemen, metode Cramer (determinan) dan metode invers

matriks.
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4.2 Metode Eliminas Gauss

Metode ini lebih dikenal dengan metode substitusi balik (back substitution).
Metode ini memecahkan sistem persamaan linear dengan mereduksi matriks yang
diperbesar menjadi bentuk eselon baris.

Sehingga langkah-langkah untuk menyelesaikan sistem persamaan linear

dengan metode eleminasi Gauss adalah:

€) Rubah ke dalam bentuk matriks yang diperbesar.

f) Lakukan transformas atau operasi elementer pada baris dan kolom dari
matriks diperbesar tadi sampai terbentuk matriks segi tiga atas atau matriks
segitiga bawah.

g) Kembalikan dalam bentuk matriks.

h) Kembalikan ke dalam bentuk sistem persamaan linear.

i) Substitusikan nila variabel yang telah didapat ke persamaan liniar yang
lainnya.

Contoh:

Tentukan besarnyanila x, y dan z dari sistem persamaan linear:

X+ y+22=9

X +4y -32=1
X +06y-52=0
Langkah:

a) Rubah dalam bentuk matriks yang diperbesar.

o3 Bl ]

o

11 2 9
2 4 -3 1
3 6 5 0
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b) Lakukan transformasi atau operasi elementer pada baris dan kolom dari

matriks diperbesar tadi sampai terbentuk matriks segi tiga atas.

1 1 2 9
1. HYY . 2 4 -3 1

1 1 2 9
2. Hxy? 0 2 -7 -—17
6

3. Hyu™® o 0 2 -7 -—17
0 3 —-11 -—27

—
=
N
(o]
—

1 1 2 9
4. HWY?D 0 1 —=7/2 —17/2
0 3 —11 27

5 Hp™® - 0 -7/2 —=17/2
0 0 —1/2 3/2

[

[

1 1 2 9
6. H? |o —7/2 —17/2}

¢) Kembalikan dalam beniuk matriks.

11 2 X3 9
0 1 —7/2} j»’| = |~17/2}
0 0 1 z 3

d) Kembalikan dalam bentuk sistem persamaan linear.
9

-17/2

3

X+ y+ 2z
y — 712z

z
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€) Substitusikan nilai variabel yang telah didapat ke persamaan linear yang
lainnya.

Dengan mensubstitusikan nilai z=3 makanilaiy =2danx =1

4.3 Metode Operas Baris Elemen

Metode ini agak mirip dengan metode eleminas Gauss, namun transpormasi
pada baris dan kolom sampai terbentuk matriks identitas.
Sehingga langkah-langkah untuk menyelesaikan sistem persamaan linear dengan
metode operasi baris elemen adalah:

a) Rubah ke dalam bentuk matriks yang diperbesar.

b) Lakukan transformasi atau operasi elementer pada baris dan kolom dari

matriks diperbesar tadi sampai terbentuk matriks identitas.
¢) Kembalikan dalam bentuk matriks.
d) Kembalikan ke dalam bentuk sistem persamaan linear.

€) Tentukan nilai variabel.

Contoh:

Tentukan besarnyanilai x, y dan z dari sistem persamaan linear:

X+ y+22=9

X +4y -32=1

X +6y-52=0
Langkah:

a) Rubah dalam bentuk matriks yang diperbesar.
1 1 2 X' 9

4 _3} HE H
3 6 =5 z 0

11 2 9
2 4 -3 1

3 6 5 0

o
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b) Lakukan transformasi atau operasi elementer pada baris dan kolom dari

matriks diperbesar tadi sampai terbentuk matriks identitas.

1 HM™

2. Hx™

3. Hx™

4. H"?

5. Hg™

6. H™

7. le('l)

8. H23(7/2)

9. H13(_11/2) N

W o

o A

[l WN P DN P

H

Sl

Sl

—7/2
-1/2

1172
—7/2

11/2

9
—17/2}
27

9
—17/2}
3/2

9
—17/2}

35/2
—17/2}

35/ 2}
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c) Kembalikan dalam bentuk matriks.

1 0 0 X - 1
28 B [
0D 0 1 Z 3

d) Kembalikan dalam bentuk sistem persamaan linear.

Xx=1
y =2
z= 3

€) Tentukan nilai variabel.
Makanila x =1, y=2 dan z=3.

4.4 Metode Cramer
Metode ini sering disebut dengan metode determinan. Metode ini bisa
dipergunakan untuk mencari variabel yang belum diketahui dalam sistem persamaan

linear dengan n buah persamaan dan n buah variabel yang belum diketahui.
Misal:

Sistem persamaan linear dengan tiga persamaan dan tiga variabel yang belum
diketahui adalah sebagai berikui:

a'l l.Il + {112.1‘2 + ng..rg - k-l
dzl.xl“i’ a32,13+ Iay.Xq = kz
Q31.x) + QyaXo + dyg.Xy = ||rl:_-_|I

Rubah sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

Ay @z  Oyg X fey
Az; @Az Q3 Xz | = ke,
@33 Q3z 33 Xy ke

[A] [X] = [K]
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Dimana:

Gy @z Qg3
[A] = |Gz1 @Gz Gy

X1
- [
X3
ky
[K] = [kz‘
ke

Maka:
Gy @z g3

fz; fzz f33
@37 3z O3z

Sesual dengan sifat determinan no 5 (lihat sifat-sifat determinan pada Bab 1)
yaitu, bila setigp elemen dari satu baris atau kolom dalam satu determinan
digandakan dengan suatu konstanta k atau x,. maka harga determinan baru sama

dengan x, kali harga determinan lama.

Maka:
13 % Uy g3

g1 X3 Az Gz| = [A].x
3y X4 Q33 yq

Sesuai dengan sifat determinan no 8 yaitu, bila setiap elemen dari suatu baris

atau kolom setelah digandakan dengan konstanta x, atau x4, kemudian ditambahkan



pada tigp baris atau kolom yang lain dalam determinan

determinannya tidak berubah.

Maka:
ay X + g X 2
Qg1 X; + Gz Xz Ag;
31Xy + 3z Xz O3
Q% + apx; + @y Xy
fa1 X1 + A2 X2 + dp3 X3
Q33 X + a3 Xz + az3 X3
fey tlyz thyy
ka @  ax| = |A|
key Q33 yq
| Al = |A]
S
X = _l'

[ A

Dengan cara yang sama akan diperoleh:

| Agl

Xy = — dan x.
F | A 3
Dengan:

Iy @y g3

| A = |921 Gz Q3
3y O3z gz

key tyz oy

|Al = |ky @z ag

ky @iz dam
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itu maka harga

s
azz| = |Al.x
133
Q3 Oyg
Az  @z| = |Al.x
Q33 yq
i o]
]
Al
Al
ayy ky o ags
|Azl = |az Kk ap
ay,  ky @y
;. @z
| Azl = |ax ax ke
a3y @3z Ky
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Sehingga untuk sistem persamaan linear dengan n buah persamaan dan n buah
variabel yang be um diketahui, dengan metode Cramer dapat di dirumuskan:
| Ajl

X = al dengan i=1,23, .......... , N

Contoh :

Tentukan besarnyanilal w, x, y dan z dari sistem persamaan linear:
1. 2x + 3y = 28

46

53

3y + 4z

4z + 5x

2. 4w - 2x + 3y + 52 = 25
-3y + z=14

9w + 10x + 2y + 8z = 101
v + 2x — 3y + 5z = 53

=

Jawab:

1. 2x + 3y = 28
46
53

3y + 4z

4z + 5x

Sempurnakan sistem persamaan linearnya:

2Xx+3y+ 0 =28
O+ 3y + 4z =46
5x + 0 + 4z = 53

Rubah sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

IR

5 0 4 z 53

[A] [X] = [KI]



Dimana:

2 30
[A]={ﬂ34}

5 0 4
v
[X] = 3»'|
2
128
[K] = 46}
53
Pandang:
2 30
[A] =|0 3 4
5 0 4
Maka:
2 30
|A] = |0 3 4| = (24+60+0)-(0+0+0)= 84
5 0 4
28 3 0
|A;| = |46 3 4| = (336+636+0) — (0+0+552) = 420
53 0 4
2 28 0
|A;] = |0 46 4| = (368+560+0) — (0+424+0) = 504
5 53 4
2 3 28
|As] = |0 3 46| = (318+690+0) — (420+0+0) = 558
5 0 53
Maka:
| A;| _ 420 _
£ = = T = ="f
Al 84
== |_,|_‘!";2_] —"E =ﬁ
¥ | Al 84
558
s = L.E?'—i. — ! — 'I,|'




v — 2x + 3y + 52 = 25
w- 3y + z=14
9w + 10x + 2y + 8z = 101

4av + 2x — 3y + 52 = 53

Sempurnakan sistem persamaan linearnya:

4w - 2x + 3y + 52 = 25
0O -3y + z =14
9w + 10x + 2y + 8z = 101
4w + 2x - 3y + 5z = 53

=
—+

Rubah sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

4 —2 3 5] w 25
1 0 -3 1 x| _ |14
9 10 2 8| |¥ 101
4 2 -3 5 z 53
[A] [X] = [K]
Dimana:
4 -2 3 5
_ 11 0 -3 1
[A]‘aloz 8
4 2 =3 5
W
X
Xl =
[X] 9
e
25
14
[K] =

101
53

65
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Pandang:

4 =2 3 5
|1 0o -3 1
[A]l = 9 10 2 8
4 2 -3 5
Maka:
4 =2 3 5
_ir o -3 1] _ B _
|A| = 9 10 2 3 4(68) + 2(38) + 3(12) -5(32) 224
4 2 -3 5
25 -2 3 5
14 o -3 1] _ _ _
1Ad= 1101 10 2 & 25(68) + 2(310) + 3(148) — 5(508) = 224
53 2 -3 5
4 25 3 5
|11 14 -3 1| _ B ooy &f_ _
| Al = 9 101 2 8 4(310) — 25(38) + 3(-28) — 5(-138) = 896
4 53 -3 5
4 =2 25 5
fr o 14 1) _ - ~ ~ _
1A= g 10 101 & 4(-148) + 2(-28) + 25(12) -5(20) = -448
4 2 53 5
4 =2 3 25
|1 o -3 14| _ _ _
| Ayl = 9 10 2 101 4(508) + 2(138) + 3(20) —25(32) = 1568
4 2 -3 53
Maka:
1A _ 224 _
Wi T TRl T 224
| Azl 896
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| Azl —448

— —_— _ ——— = _2
Y 1Al 224
|Asl _ 1568
= = = =
| A 224

45 MetodelnversMatriks

Metode ini bisa dipergunakan untuk mencari variabel yang belum diketahui
dalam sistem persamaan linear dengan n buah persamaan dan n buah variabel yang
belum diketahui.
Misal:

Sistem persamaan linear dengan tiga persamaan dan tiga variabel yang belum

diketahui adalah sebagai berikut:

H'I l.Il + {112.1‘2 + ng..rg - k-l
dzl.xl“i’ a32,13+ Iay.Xq = kz
Q31.x) + QyaXo + dyg.Xy = ||rl:_-_|I

Rubah sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

Ay @z  Oyg X fey
Az; @Az Q3 Xz | = ke,
@33 Q3z 33 Xy ke

[A] [X] = [K]

Ruas kiri dan ruas kanan sama-sama dikalikan dengan invers matrik A, maka:

[A] [AT' ] [X] = [AT"] [K]
[110X]1 = [A"] [K]
[X] = [A"] [K]

Sehingga dengan metode invers matriks dapat dirumuskan:

[X] = [A"] [K]



Dimana:

[A]
X1

[X] = |I2]
Xa

ky
ke

[A™'] = inversmatrik A

Gy @z Qg3
fIz; O3z d33

[K]

[1]

matrik identitas, dengan ukuran sama dengan matriks A

Contoh :

Tentukan besarnyanila x, y dan z dari sistem persamaan linear:

20
25

1. 3 + 2
4x + 3y

2. X+ y+22=9
2X + 4y - 3z
3X + 6y — 5z

I
o

Jawab:

1. x+2y =20
4x + 3y = 25

68



Rubah sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

2 sl ] = L]

[A]  [X]I = I[K]

Dengan metode invers matriks dapat dirumuskan:

[X] = [A"] [K]

Dimana:

[X]

I
-
w R
et

a1 =[5 3]

L
[A_i]_adj[ﬂ;]_ -4 31 3 —ZJ
AL T 1 -4 3
_ [20
K1 = (2]
Sehingga:
[X] = [A7'] [K]
x - 3 —ZJ 20
y —4 31 125
x - 60 — 50
LY ] —80 + 75 |
x = 1GJ
Ly ] -5

69



2.

X+ y+22=9
X +4y -32=1
X +6y-52=0

Rubah sistem persamaan linear tersebut dalam bentuk matriks:

11 2
2 4

3 6 -5

x - 9
/] - 3]
z 0
[A] [X] = [K]

Dengan metode invers matriks dapat dirumuskan:

[X] = [A'] [K]
Dimana:
13
o =[]
1 1 2
[A] = |2 4 —3}
3 6 -5
-2 17 -11
p—-— 1 11 7
_1q, _ a4 B 0 =3 2 1 _
9
(K1 H
0
Sehingga:

[X] = [A"] [K]

—-17 11
11 -7
3 -2

70
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X 2 -17 11 9
}'J = |-1 11 —7‘ Il‘
Z L0 3 =21 L0
X '18—-17+0

¥y = ~—9+11+O‘

z 0+3+0

by a2 M
——
1

q

4.6 Latihan Soal
Selesaikan sistem persamaan linear di bawah ini dengan metode eleminasi

Gauss, operasi baris elemen, metode Cramer dan invers matriks.

1) 3x+5y-22=5
10x — 3y — 2z = 11

4x + 2y + 3z = 19

2) 5X1 + 2X; - 33X, =1
Xi1— X+ X3=6
2X1 + 2Xo + 3X3 — 33X, = =5

—3X1 = Xo +4X3 + X4 = -1

3) 3y + X =-12

X+y=-8



4d X+Y+2Z2=0
X+3Z+Y =2

2X -3Y -52 =28

5 2y-3x-2z-10=0
3z-2y+12=-5X

X+4y—-7=20-5z

6) Diketahui:
3 7 4
[A] = [2 3 —2‘ dan [B] =
7 3 2

Tentukan [C] sehingga [A] [C] = [B]

|

2
—16
31

|
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